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Lista de Exercícios - Módulo 2 


Noções Topológicas 


1. 
2. 


10. 


11. 


12. 
13. 
14. 


. Para todo X C 


. Para todo X C 


. Sejam X,Y C 


Prove que int(intX) = intX, para todo X € 


R e conclua que intX é aberto. 


Seja A C R um conjunto com a seguinte propriedade: "toda sequência (xn) que 
converge para um ponto a € A tem seus termos x, pertencentes a A para todo n 
suficientemente grande". Prove que 4 é aberto. 


. Prove que int(A 


UB)DintAUimtB eit(ANB) = intA N intB quaisquer que sejam 


A,B € R. Se A=(0,1]e B = [1,2), mostre que int(A U B) # intA U intB. 


F é formado pelos pontos x € 
e pontos de R — X. O conjunto F = frX é chamado a fronteira de X. Prove que 
A C R é aberto se, e somente se, AN frA = f. 


. Prove que X = XUfrX, para todo X c 


R, prove que vale a união disjunta 


R, prove que 


R—intX=R-Xe 


e B são abertos (respectivamente, fechados). 


. Prove que se X C 


R tem fronteira vazia então X = Ø ou X = R. 


que XAY + Xny. 


R-X =int( 


R = intX Uint( R — X) U F, onde 
R tais que toda vizinhança de x contém pontos de X 


R. Conclua que X é fechado <> X D frX. 


R- X). 


. Se X C R é aberto (respectivamente, fechado) e X = AU B é uma cisão, prove que A 


R. Prove que XUY = XUY eque XAY C XAY. Dê exemplo em 


Dada uma sequência (£n), prove que o fecho do conjunto X = {zn ; n e N}é 


X = X U A, onde A é o conjunto dos valores de aderência de (£n). 


Prove que, para todo X € 


somente se, contém todos os seus pontos de acumulação. 


Prove que se X C 


Prove que X’ é um conjunto fechado, para todo X C R. 


R, vale que X = X N X’. Conclua que X é fechado se, e 


R é não-enumerável, então existe algum ponto de acumulação a € X. 


Prove que o conjunto dos valores de aderência de uma sequência (xn) é fechado. Se 
(£n) for limitada, conclua que A é compacto, logo existem l e L, respectivamente o 
menor e o maior valor de aderência de (x,) e definimos | = liminfx, e L = lim sup zù. 


15. Sejam X,Y conjuntos não-vazios, com X compacto e Y fechado. Prove que existem 
zo E X, yo E Y tais que |xo — yo) < |x — y| para quaisquer x € X, y € Y. 


16. Um conjunto compacto cujos pontos são todos isolados (discreto) é finito. Dê exemplos 
de conjuntos discretos: (a) fechado e ilimitado X; (b) limitado e não-fechado. 


Limite 


Ea 


. Sejam f : X —> R,a € X'e Y = f(X — {a}). Selim f(x) = L, então L € Y. 
ta 


2. Sejam f:> Reae X'. A fim de que exista lim f(x) é suficiente que, para toda 
> a 


sequência (£n) € X — fa) com lim x, = a, a sequência (f(x,)) seja convergente. 


3. Prove que a € X’! (a € X'), se, e somente se, a = lim, é limite de uma sequência 
decrescente (crescente), com (£n) C X. 


4. Prove que lim f(x) = L (lim f(x) = L), se, e somente se, para toda sequência 
> a vs am 


decrescente (crescente), (£n) E X com lim x, = a temos lim f(x,) = L. 


5. Seja f : R — {0} > R definida por f(x) = 1/(1 + at"), onde a > 1. Prove que 
lim f(x)=0e lim f(x)=1. 


x—0t x—>07 


6. Sejam f : X —> R monótona e a € X’. Se existir uma sequência (£n) C X com x, >a, 
lim zn = a e lim f (£n) = L então lim Pd 
> a 


7. Seja f: R > R, definida por f(x) = asen(x). Prove que, para todo ce R, existe 
uma sequência x, E€ R com lim x, = +00 e lim f(x,) = c. 


8. Seja f : [a,+00) > R limitada. Para cada t > a sejam M: = sup f([t, +o0)), my = 
inf f (|t, +00)) e w = M;—m, a oscilação de f em |t, +00). Prove que existem „lim M; 


—+00 
e lim my. Prove também que existe lim f(x) se, e somente se, lim w= 0. 
t>+oo x—-+oo t>+oo 
Continuidade 


1. Sejam fg: X > R contínuas em a € X. Prove que são contínuas em a as funções 
pv: X > R, dadas por y(x) = max{ f(x), g(x)} e y(x) = min{ f(x), g(x)}, YV ve X. 


2. Sejam f,g : X > R contínuas. Prove que se X é aberto, então A = {x € X ; f(x) #glx)} 
é aberto e se X é fechado, então F = {x € X ; f(x) = g(x)+ é um conjunto fechado. 


3. Uma função f : X > R é chamada semi-contínua superiormente (scs) no ponto 
a € X quando, para cada c > f(a) dado, existe ô > O tal que z € X, |z — a| < ô 
implicam f(x) < c. Seguindo o mesmo raciocínio, defina função semicontínua infe- 
riormente (sci) no ponto a. Prove que f é contínua no ponto a se, e somente se, é 
scs e sci nesse ponto. Prove que se f é scs, g é sci no ponto a e f(a) < g(a) então 
existe ô > 0 tal que z € X, |z — a| < ô = f(x) < g(x). 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


. Prove que f : R — R é contínua se, e somente se, f(X) c f(X), para todo X C R. 


. Seja f : R — R contínua. Prove que f(x) =0,Y x € X > f(z)=0,YxzEX. 


. Sejam f,g : X > R contínuas no ponto a. Suponha que, em cada vizinhança V de a, 


existam pontos x,y tais que f(x) < g(x) e f(y) > gly). Prove que f(a) = g(a). 


. Uma função f : X — R é dita localmente constante quando todo ponto de X possui 


uma vizinhança V tal que f é constante em V NX. Prove que toda função f : R —> R, 
localmente constante num intervalo 7, é constante. 


. Seja f : I — R uma função monótona, definida no intervalo T. Se a imagem f(I) é 


um intervalo, prove que f é contínua. 


. Dizemos que uma função f : I > R, definida no intervalo I, tem a propriedade do 


valor intermediário (pvi) quando a imagem f(J) de todo intervalo J C I é um 
intervalo. Mostre que a função f : R > R dada por f(x) = sen(l/x) sex £0 e 
f(0) = 0, tem a propriedade do valor intermediário, embora seja descontínua. 


Seja f : I — R uma função com a pvi. Se, para cada c € R, existe apenas um número 
finito de pontos x € I com f(x) = c, prove que f é contínua. 


Seja f : R > R contínua, tal que lim f(x) = lim f(x) = +o. Prove que existe 
> +00 £L—S5—00 


o 


zo E€ R tal que f(xo) < f(x) para todo x € 


Prove que não existe uma função contínua f : [a,b] —> R que assuma cada um dos seus 
valores f(x), x € [a,b], exatamente duas vezes. 


Dizemos que uma função f : R > R é periódica quando existe p € R* tal que 
F(a-+p) = f(x) para todo x € R. Prove que toda função contínua periódica f : R> R 
é limitada e atinge seus valores máximo e mínimo, isto é, existem zo, xı E€ R tais que 
f(xo) < f(x) < f(x1) para todo z € R. 


Seja f: X > R contínua no compacto X. Prove que, para todo £ > 0 dado, existe 
ke > 0 tal que z,y € X, |y — z| > e = |f(y) — f(x)| < k.ly — z|. Então, f cumpre a 
condição de Lipschitz, contanto que os pontos x,y não estejam muito próximos. 


Se toda função contínua f : X > R é uniformemente contínua, prove que o conjunto 
X deve ser fechado, porém não necessariamente compacto. 


Mostre que a função f : R> R, f(x) = sen(x?), não é uniformemente contínua. 


Dada f : X —> R uniformemente contínua, defina y : X —> R pondo y(x) = f(x) se 
xz E€ X é um ponto isolado e y(x) = lim f(y) se x € X’. Prove que y é uniformemente 
ya 


contínua e y(x) = f(x) para todo z € X. 


Seja f : R > R contínua. Se existem lim f(x) e lim f(x), prove que f é unifor- 
x—s +00 L—>—00 


memente contínua. O mesmo vale se existem os limites de f(x) — x quando x > +oo. 


